Jednokierunkowe sieci
wielowarstwowe

Multilayer Perceptron (MLP)

Sieci Neronowe



Perceptrony jednowarstwowe potrafig rozwigzywac problemy
separowalne liniowo

Reguta delta dla sieci jednowarstwowej:
Aw; =n(y; — fi(x)) £ (x)x;

gdzie wj; waga pomigdzy /-tym wejsciem a j-tym wyjsciem

Problemy bardziej ztozone (np. XOR) wymagaja dodania
kolejnej warstwy (nieliniowej) przetwarzania

Kazda kolejna warstwa tworzy nowy obraz danych, ktéry
moze by¢ dalej analizowany przez kolejne warstwy

y = F(x) = M) (FMD (D)) )
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Rys: Duda, Hart, Pattern Classification
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Warstwa ukryta a granice decyzji

Twolayer

Rys: Duda, Hart, Pattern Classification
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Perceprton 3 warstwowy

e Warstwy: wejSciowa, ukryte, wyjsciowa

e Warstwy w petni potaczone (wagi tworza macierz)
o) — o (W(K)O(K71)>

e Waga wj; = 0 moze byC interpretowana jako brak potaczenia
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MLP - oznaczenia

M - liczba warstw (M = 3)
(!

w;;” - waga taczaca element / nalezacy do warstwy / — 1 oraz

element j z warstwy /

z-(/) - aktywacja neuronu j w warstwie /

J
/ N (-1
zj( ) — E W,.J(. )0/( )

i

o}l) - sygnat wychodzacy z elementu j nalezacego do warstwy /

ELCURR P

fi(x) = o,.(M) funkcja realizotimngomrzez MLP (i-te wyjscie)

7



Algorytm wstecznej propagacji btedu
(1974, 1986)

Miara btedu sieci dla pojedynczego wzorca wejsciowego X |
pozadanej odpowiedzi y = [yi, . .., Ynl

E(x; W) = %Z (v = fi(x W))?

i=1
gdzie n to liczba wyjs¢

Minimalizacja btedu metoda spadku gradientu:

n(%g(vi/W) =0y (vi— filx W)) 577(6XWW)

i=1

Aw = —
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Zmiana wag dla warstwy wyjsciowe}

(M (M=1)

Dla wagi Wi ) taczacej wyjscie 0; z k-tym wyjsSciem sieci

(/\/I) ofi(x; W)
- ”Z AW =y
Wik
ofi(x; W
=1y — fi(x; W)) %
ow
ad(Z(M)) 6Z,EM)

=1 (yk — f(x W)) —K
GZ,EM) GW(M)

=1 (v — il W) o' (z{")o! MY
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AW =1 (v — fil(x W)) o’ (28 oM

Niech 6,W) oznacza bfad ,lokalny” dla warstwy M

5;(<M) = UI(Z;EM)) (k= fi(x: W)

Zmiana wag dla warstwy wyjsciowe;:

AwM = nsfM oM

A — st

Sieci Neronowe
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Zmiana wag dla warstwy ukrytej (M — 1)

Dla wagi W(M b, warstwy ukrytej M — 1:
M1 aE(W) ! of:(x; W)
Wik i=1 Ow
gradient
(M 1)
(M) (M) <Z Wi )

ofi(x; W)  9do(z ") 0Oz _ (Z(M)>

M-1) — M M-1) — i M—1
8WJS( ) 82,.( ) 8V|/J(k ) 8V|/J(k )

(M-1)
=0 <Z( )> W/EIIW)::/J(I(M 1)
=0 <Z( )> WIE/M) '( ,EM_I)) OJ(M_z)
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ofi(x; W) M M M-1 M—2
76’ D = o’ (Z/( )> WIEI- )o! (Z/E )> oJ( )
Wik

zmiana wag dla warstwy M — 1

(I\/I 1) . af;(X;W)
—”Z 6 =)
Wik

= 772 (yi — fi(x; W)) o’ (Z,.(M)) W/E,M)O'/ (ZlSM—1)) OJ(/\/]_Q)
i=1

n
M-1 M) (M M—=2
— e (1) S w0 o
=1
_ 775,(<M_1)0}M_2)

n
Al s gdze 60 = o () Y wfe
i=1
Struktura wzoru w kolejnych warstwach jest taka sama
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Wsteczna propagacja btedu - podsumowanie
Funkcja realizowana przez sie¢ wielowarstwowa

e (g e (e o)) )

Aktualizacja wag w dowolnej warstwie K - uogdlniona reguta delta
K K-1
A 15 ) _ 775( ) ( )

gdzie sygnat wejsciowy 0,(1) =X

Sygnat btedu w warstwie K
5(K) o ( (K)) 26(K+1)W(K+1)
J

, J_ G Ny

sygnat btedu w warstwie wyjsciowej: O
M M

6™ = o' (zM) (i — fi(x; W)) w OO C
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Algorytm wstecznej propagacji

Algorytm BP:
1. Zainicjuj wagi W matymi losowymi warto$ciami
2. Dopoki nie sptoniony warunek stopu wykonuj
oblicz sygnat od wejscia do wyjscia

Z (K) (K 1)
oblicz sygnat btedu od warstwy wyjsciowe] do wejsciowe]
9= (1) T

J

]

aktualizuj wagi
K K) (K—1
AW,-J(- ):7761(- )O,-( )

Sieci Neronowe
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Algorytm wstecznej propagacji mozna w fatwy sposéb rozszerzy¢

na:

sieci o innej strukturze potaczen: np. dodatkowe potaczenia
pomiedzy wejsciem lub wyjsciem, lub innymi warstwami
ukrytymi. Dla sieci rekurencyjnych odpowiednikiem jest
BPTT (wsteczna propagacja w czasie)

dowolna liczbe warstw

rézne nieliniowosci w warstwach

rézne funkcje aktywacji dla poszczegdlnych neuronéow
rézne state uczenia dla kazdej warstwy lub wezta

inne funkcje kosztu, nie tylko MSE, np. Cross Entropy

Sieci Neronowe 15



Warianty treningu

Dla zbioru zawierajacego N przypadkow i sieci zawierajacej M

wyjsé
oW L NM
E= NZ E(xi) = 4 > > i~ fi(x))
i=1 i=1 j=1

N
AW = Z Aw;
=1

Batch gradient descent

usredniony btad catego zbioru treningowego

nie praktyczne dla duzych danych

stabilny trening

nie zalezy od kolejnosci prezentacji wzorcéw

Sieci Neronowe
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Warianty treningu

SGD - stochastic gradient descent (on-line)
e aktualizacja dla pojedynczego przypadku

e treningowego (N = 1), duza szybkos$¢ dziatania ale i duza
wariancja,

e istotna jest kolejnos¢ prezentacji przypadkéw
MiniBatch gradient descent

e Srednia z n losowych przypadkéw (mini-batch), trening
on-line,

e czesto utozsamiany z SGD

e mniejsza wariancja niz SGD

e mozliwe operacje na macierzach, fatwiejsze zréwnoleglenie
GPU/CPU

Sieci Neronowe 17



Wtasnosci MLP

e Uniwersalny aproksymator: sie¢c MLP z jedna warstwa
ukryta jest w stanie aproksymowa¢ dowolng funkcje ciggta z
dowolng doktadnoscia.

Dwie warstwy ukryte rozszerzajg mozliwosci na funkcje
nieciagte.

Klasyfikator potrafi zrealizowa¢ dowolne granice decyzji
(obszary nie musza by¢ wypukte ani potaczone)

e Neurony ukryte: transformacja nieliniowa do przestrzeni
odwzorowan, tworzaca nowe cechy za pomoca nieliniowych
kombinacji

e Wiele zastosowan: klasyfikacja, wielowymiarowa regresja

Sieci Neronowe 18



Problemy |

e Optymalizacja nieliniowych funkcji zawsze sprawia problemy,
tu mamy ztozenie (czasem wielu) funkcji nieliniowych

e Dobor architektury sieci: lle weztow w warstwie 7 Jakie
funkcje aktywacji? Sieci ontogeniczne (rozrastajace sig)
dostosowujace rozmiar do ztozonosci problemu

e Przeuczenie i generalizacja - zbyt duza liczba
optymalizowanych parametréw powoduje przeuczenie, zbyt
mata - moze generowac zbyt proste rozwigzania

e Regularyzacja - metody ograniczenia zjawiska przeuczenia,
np. modyfikacje funkcji kosztu, ograniczenie liczby
parametrow

e |nicjalizacja parametréw - szybkos¢ treningu i wynik zalezy
od punktu startowego

Sieci Neronowe 19



Problemy Il

e Minima lokalne i plateau, waskie ,rynny” - np. wielokrotny
start

e Whptyw nowych wzorcéw na juz nauczone — zapominanie
e Dobodr statej uczenia
e /nikajacy gradient, eksplodujacy gradient

e Przygotowanie danych uczacych: normalizacja,
standaryzacja, kodowanie wyjs¢, ...

e Ocena modelu: zbiory walidacyjne, testowe, kroswalidacja

Sieci Neronowe 20



Znikajacy gradient

Szybkos¢ uczenia (zmiany wag) drastycznie maleje w gtebszych
warstwach - sygnat btedu zanika
Przyktad: sie€c 1 x1x1x1

ac
by

gdy |w;| < 1 wéwezas |wjo’(z)| < %

aC

= o'(21) x W2 x0'(22) X W3 X 0'(23) X Wa X 0" (2) X 5,

Derivative of sigmoid function

Nielsen, 2016
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Problem niestabilnego gradientu

e gradient w nizszych warstwach zalezy od wartosci wag,
aktywacji i gradientéw w warstwach wyzszych

e eksplodujacy gradient
gdy w; >> 1 oraz z; ~ 0 wéwczas |w;o’(z;)| > 1, moze to
owocowac bardzo duzymi gradientami w poczatkowych
warstwach

e znikajacy i eksplodujacy gradient to przypadki szczegélne
problemu niestabilnego gradientu -> wartosci gradientéw
w poszczegdlnych warstwach moga znacznie sie réznic,
warstwy ucza sie z réznym tempem

Sieci Neronowe 22



Specyfikacja siecl | metody treningu

e Specyfikacja modelu:

— specyfikacja architektury
— typ neurondéw ukrytych: liniowe, sigmoidalne, Rel U, ...

— typ neuronéw wyjsciowych: liniowe, sigmoidalne, softmax, ...

e Funkcja kosztu:

— mean squared error (MSE),
— cross-entropy (CE),

e Optymalizacja metodami spadku gradientu lub innymi:

— SGD, RPROP, Quckprop,
— Adam, AdaGrad, ...

e Metody regularyzacji:
— momentum, Ly, Lo (weight decay), ...

Sieci Neronowe
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Funkcja kosztu MSE

Btad $redniokwadratowy (Mean Squared Error)

5O) = 53— y)

Gradient funkgji kosztu:

oJ 2 . oy
- N2 Yzg
gdzie
¥ - wyjscia sieci,
© - parametry sieci,
y - oczekiwane wyjscia
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Funkcja kosztu Cross Entropy

Cross entropy

J(©)=-> ylogy

e miara odlegtosci miedzy rozktadami y i € (0, 1)
e gdy y =~ ¥ to funkcja kosztu bliska zeru
e />0

Gradient funkgji kosztu:
oJ 10y
00 nyx%
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Funkcja linlowa w warstwie wyjsciowe]

z=w'h+b

nieograniczone wartosci (—oo, +00)

jednostki nie nasycaja sie ale bardzo duze wartosci aktywaci
réwniez moga przysporzy¢ probleméw w trakcie uczenia
stabilniejsze w optymalizacji metodami gradientowymi od
innych typowych funkgji nieliniowych stosowanych w sieciach
zastosowanie wraz funkcja kosztu MSE do problemdéw

regresji (dane wyjsciowe ciagte), modelowanie rozktadéw
gusowskich

Sieci Neronowe 26



Funkcja logistyczna w warstwie wyjsciowe]

1 eX o8-

— 0.6 -

T ltex e +1 o

a(x)

e wartosci ograniczone (0, 1)

e nasycaja sie, aktywne uczenie tylko w okolicach x = 0

e zastosowanie: klasyfikacja 2 klas, modelowanie rozktadu
Bernoullego, binarne wartosci wyjsciowe (multi-label
classification)

e binarna funkcja kosztu Cross-Entropy, na kazdym wyjsciu
oczekujemy stanu 0 lub 1 (multi-label classification)

Jee==> yny==[yIny+(1-y)in(1-7)

Sieci Neronowe
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Funkcja logistyczna w warstwie wyjsciowe]

e podczas minimalizacji MSE btad zanika, gdy funkcja sie
nasyca (takze dla niepoprawnej odpowiedzi) ay ~0

oJ
I\/ISE - = Z

e problem znika przy zastosowaniu kosztu Cross Entropy (CE)

aJCE N N 0z

gdzie z jest liniowa aktywacja (/ogit) neuronu wyjsciowego
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Softmax w warstwie wyjsciowe]

e

Zj e%

softmax(z); =

e wartosci (0, 1) unormowane
Z softmax(z); = 1
i

e Zastosowanie: klasyfikacja n roztacznych klas (multi-class
classification),

kazde wyjscie sieci zwigzane jest z jedna klasa, wartosci
kodowane w postaci wektora binarnego one hot

e wartosci wyjsciowe sieci reprezentuja rozktad
prawdopodobienstw zmiennej wyjsciowe]

N ieci N . 2
L W P — D(\I SECII'VQDWE | — 1 s} 9



Multi-Class Classification with NN and SoftMax Function

2= W;J' .x  SoftMax

probabilities

ef
EJ\ o2
k=1 €k
€3

# wy T e
T = -
E Wy z3 K
e 1 €
S [l i fe=l | =1 EA1 &
: [
s
K Wy Zn Z.A'*l €L

Zrédto:
stats. stackexchange. com/questions/265905/derivative-of-softmax-with-respect-to-weights
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stats.stackexchange.com/questions/265905/derivative-of-softmax-with-respect-to-weights

gradient

Osoftmax(z);

= softmax(z);(0;; — softmax(z);)
0z

gradient funkcji kosztu CE gdy §; = softmax(z);

OJCE ~ 0z
obliczenia sie upraszczaja i znika problem zanikania btedu dla

nasyconych wyjs¢, ktoéry wystepowat dla funkcji kosztu MSE
i wyj$¢ sigmoidalnych

Sieci Neronowe 31



dobrze wspétgra z funkcja kosztu cross entropy, btad nie
znika nawet dla duzych wartosci aktywacji z;

log softmax(z); = z; — Iogz e’k
J

wazne s3g réznice wartosci pomiedzy wyjsciami a nie
amplitudy poszczegdlnych wyjsé

softmax(x) = softmax(x + c)

minimalizacja kosztu CE powoduje zwiekszenie wartosci z;
na jednym z wyjs¢ i zmniejszenie wszystkich pozostatych

Iogz ek ~ max z
P !
z punktu widzenia neurobiologicznego softmax moze by¢
widziany jako realizacja mechanizméw hamowania
wystepujacego w grupach neuronéw w korze, podobnie do
mechanizmu winner takes all

Sieci Neronowe
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Dobér funkcji kosztu uzalezniony jest od rozktadu wartosci
wyjsciowych i typu neuronéw wyjsciowych

Output Type

Binary

Discrete

Continuous

Continuous

Continuous

Gooffellow, Deep Learning, 2016 [?]

Output

Distribution

Bernoulli

Multinoulli

Gaussian

Mixture of
Gaussian

Arbitrary

Output
Layer

Sigmoid

Softmax

Linear

Mixture
Density

See part I1I: GAN,
VAE, FVBN

Sieci Neronowe

Cost
Function
Binary cross-
entropy
Discrete cross-
entropy

Gaussian cross-
entropy (MSE)

Cross-entropy

Various
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Dobdr neurondéw ukrytych

e wybor funkgcji realizowanych przez warstwy ukryte jest
kluczowy dla przebiegu procesu uczenia

e funkcje liniowe - wiele warstw liniowych sprowadza sie do
pojedynczej transformacji liniowej

f(X) = Wan_l .. .W1W1X = Ax

e funkcje ograniczone: sigmoidalne i tangens hiperboliczny
powoduja problemy z niestabilnym gradientem, uczenie moze
utkna¢, gdy funkcja sie nasyci

e obecnie najpopularniejszym typem aktywacji w sieciach jest
RelLU
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Demonstracje

e ¥ TensorFlow playground

e & ConvNetJS - Deep Learning in your browser

Sieci Neronowe
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https://playground.tensorflow.org/
https://cs.stanford.edu/people/karpathy/convnetjs/

