RBF Radial Basis Functions

Sieci neuronowe z radialnymi
funkcjami bazowymi
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Rys: Chris McCormick, Radial Basis Function Network (RBFN) Tutorial
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Sie¢ RBF

Funkcja realizowana przez sie¢ RBF z jednym wyjsciem:

ZW, ([[x = <il|) + wo

gdzie K - liczba funkcji bazowych z centrami w c;
@ jedna warstwa ukryta, neurony z radialnymi funkcjami

@ wagi potaczen neurondw ukrytych definiujg centrum c; funkgji
radialnej

e funkcja bazowa (radialna) ¢ okresla podobienistwo przypadku
x do centrum (prototypu) c

@ wyjscia liniowe - wazona suma pobudzen neurondw radialnych
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Funkcje radialne

o funkcje radialne mapuja relacje lokalne, gdzie perceptrony
(np. neurony sigmoidalne) mapuja relacje globalne

a) h o o
O O O o
(o] (:)
+ + + o o

@ argumentem funkgcji radialnej jest odlegtos¢ od pewnego
centrum (od prototypu) ||x — c||. Zazwyczaj stosuje sie
metryke euklidesowa.

@ najczesciej stosowane funkcje radialne ¢(x) posiadaja

maksimum w x = 0 i zanikaja w obszarach dalekich od x = 0,
np. funkcja Gaussa

N

X

p(x) =e @

@ wspotczynnik dyspersji ¢ decyduje o zasiégﬁ fﬁhkcji‘bazowej .
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Przyktady funkcji radialnych
Niech r = [|x — cj|
h(r)=r liniowa
h(r) = e (3 gaussowska

h(r) = (6> +r?)f, 1>pB>0 multiquadratic (wielokwadratowa)

h(r) = (c?+r?)7% a>0 inverse multiquadratic
h(r) = (or?)In(cor) thin-plate spline (cienkiej ptytki)
h(r) =02+ r? wielomianowa
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Funkcja liniowa wspotrzednej radialne;

hi(r) =r = |lx — ¢
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Funkcje wielokwadratowe
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Funkcja cienkiej ptytki

h(r) = (r?®) In(or)

v -0 -10
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Funkcja Gaussa

Najczesciej uzywana w roli funkcji bazowej RBF
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Funkcja Gaussa z macierza dyspersji

[0}

h(r) — e 2?2 — f%(xfc)TZ’l(xfc)

Funkcja Gaussa wielu zmiennych

Macierz X okres$la rozmycia i rotacje funkcji w wielowymiarowe;j
przestrzeni
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Uczenie RBF jako problem aproksymacji

Dla N punktéw x;, y; znajdz funkcje spetniajaca

funkcja RBF
K
F(xi) =) wig (IIxi — ¢ill)
j=1

funkcja btedu MSE

N 2
E=Y (i~ rx)

i=1
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RBF z jedng warstwa ukryta i linowym wyjéciem jest uniwersalnym
aproksymatorem

Analysis of mixture of peaks by multiple regressian
X

o 100 200 300 400 500 GO0 700 900 900 1000
Colored bands are the true and measured companents

Rys: https://terpconnect.umd. edu/~toh/spectrum/CurveFittingB. html
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Rozwigzanie RBF

Dla K = N, funkcje bazowe o ustalonych centrach w punktach
treningowych x; = ¢;

hii hip - hn wq %
ho1 hop -+ hon wa | | 2
hnvi hn2 -+ hyw wyy YN

hij = ¢([Ixi — xjl|)
Hw =y

dla x; # x2 # ... # xy macierz H jest nieosobliwa i dodatnio
okredlona, wiec istnieje

w=H"1y
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RBF jako problem aproksymacji

@ dla radialnych f. bazowych macierz interpolacji H dodatnio
okreslona (Light 1992)

e dla waskich f. Gaussowskich (gdy H & | ) istnieje rozwiazanie
w =y o niskiej generalizacji

@ problem Zle okreslony, przewymiarowanie
@ hiperpfaszczyzna interpolacji nie jest gtadka

e wigksze dyspersje ¢ i mniej funkcji (K < N)
— lepsza generalizacja

Sieci Neuronowe 14



Aproksymacja RBF

Dla ustalonych ¢; oraz 0; gdy K < N

hi1 hp - Mk wq 1
ho1 hop -+ hok wa | | y2
hnvi hno -0 hnk Wk YK

hij = ¢([lxi — ¢jll)
Hw =1y
rozwigzanie uktadu réwnan przez pseudoinwersje

w=HTy,  gdzie H"=(HTH)IHT

W praktyce pseudoinwersje realizuje sie za pomoca
dekompozycji SVD
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Rozwigzanie RBF

w=H'y
dokonujac rozktadu
Ht =usv’
gdzie U i V s3 ortogonalne o wymiarach N X N oraz K X K
Macierz S o rozmiarach N X K jest pseudodiagonalna, gdzie

s1>292>...252>0

Redukujac liczbe kolumn do r naistotniejszych wartosci
11 1
1 f— J— J—

Sl

w~V,S Uy, gdzie s, bR
1 92 r

@ dobér wag w jednym kroku dla ustalonych funkcji radialnych
@ macierze V, i U, s3 ortogonalne, wiec problem jest dobrze
uwarunkowany

@ gtéwnym problemem jest dobdr centréw i rozmy¢ funkcji ¢
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Interpretacja geometryczna

Jedli prawdziwa aproksymowana funkcja f(x) lezy w przestrzeni
rozpietej przez wektory bazowe ®(x) to mozliwe jest rozwiazanie
bez btedu, w przeciwnym razie aproksymowana jest projekcja
ortogonalna (btad jest ortogonalny do p-ni bazowej).

?(x; w) = 2 w;@;(x)

Case & Case B
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Rozwigzanie z regularyzacja
Minimalizacja funkcji btedu z cztonem regularyzacyjnym
2 A2
E= Z — f(x;))" + Al PF|
i=1

gdzie operator P wymusza np. gtadkoé¢ funkcji aproksymujacej
A 0%F,
PR = [, | 5o
RN

0x;0X; dx
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Wptyw regularyzacji

a) b)

5 3

¢ | 25
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Nadmiarowa liczba funkcji bazowych o matej dyspersji bez
regularyzacji i po regularyzacji (Ossowski 1996)

Sieci Neuronowe
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Separacja w wielowymiarowej przestrzeni

Twierdzenie (Cover 1965):
Jesli przeksztatci¢ wzorce X = {x;},i =1,..., N, nieliniowa
funkcja na wektory @(x;) = [p1(xi), p2(xi), ..., ¢k (x;)] " gdzie
K > N to rosnie prawdopodobienstwo liniowej separacji, tj. istnieje
ptaszczyzna

wid(x;) >0 dla x;€Cy

WTCD(X,') <0 dla x;e€Csy

granica decyzyjna zdefiniowana jest réwnaniem
w'®(x) =0
Przy dostatecznie duzej wymiarowosci przestrzeni do ktérej

rzutujemy wzorce prawdopodobienstwo separowalnosci liniowej
rosnie do 1.
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Przyktd: 2 klasy

Rys: Chris McCormick, Radial Basis Function Network (RBFN) Tutorial
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Przyktd: 2 klasy

Wartosci dla klasy 1, najczesciej wagi powigzane z funkcjami
radialnymi dla klasy 1 majg wartosci dodanie a dla klasy 2 - ujemne

)

Rys: Chris McCormick, Radial Basis Function Network (RBFN) Tutorial
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Przyktd: 2 klasy

Granica decyzyjna

Rys: Chris McCormick, Radial Basis Function Network (RBFN) Tutorial
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Sie¢ RBF

@ jedna warstwa ukryta z radialnymi finkcjami + wyjsca liniowe

@ parametry: wagi w, centra c;, dyspersja 0; (lub petna
macierz X.), liczba funkgji radialnych K

Input Vector Weighted
Sums

. N g
S \ _ Category1
\ 7 " Score
N
. Categoryc
- Score

wis the prototypeto
compare against

Rys: Chris McCormick, Radial Basis Function Network (RBFN) Tutorial

Sieci Neuronowe
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Sie¢ RBF
e Siec GRBF (Generalized RBF) gdy K < N liczba funkcji

radialnych jest mniejsza niz liczba wzorcéw

e Siec HRBF (Hyper RBF) zamiast normy euklidesowaej uzywa
normy wazonej ||x||% z petna macierza Q obrotéw i
skalowania Q

HX_CHZ = (X—C)TQTQ (x —c)
:ZSU(Xi—c,-)()g_Cj)

posiada o wiele wiecej parametréw do uczenia ale zwykle
wymaga mniejszej liczby funkcji bazowych.

Gdy Q jest diagonalna to [|x —c||g = ¥, sii(xi — ¢;)?
rézne skalowanie (dyspersja) w kazdym wymiarze

Gdy Q =1 to [|x[|g = [Ix||?
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Dobér liczby parametréow sieci RBF

Blad Klasyfiracii

200 40 60 8 0 120 140 160 180 200
Liczba neuronsw ukrytych

HRBF uzyskuje podobng poprawnos$¢ do RBF przy mniejszej liczbie
neuronéw

Ossowski, Sieci Neuronowe
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Trening RBF

Parametry do treningu: centra, dyspersje; + wagi.
Rézne strategie uczenia:
@ Trening 2 etapowy:
e najpierw ustawienie funkcji bazowych
e potem rozwigzanie uktadu réwnan (pseudoinwersja)
@ Mozliwe jednoczesne uczenie centréw, dyspersji i wag, np. za
pomoca metod gradientowych (wsteczna propagacja)

@ Inicjalizacja poczatkowych centréw: losowa, klasteryzacja,
samoorganizacja, probabilistyczna

@ Inicjalizacja dyspersji: warto$¢ stata, zalezna od gestosci
danych w réznych rejonach, $rednie odlegtosci od wektoréw z
innych klas
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Ustalenie centréw - rézne strategie

losowe réwnomierne pokrycie przestrzeni wejsciowej - moze nie
oddawac¢ specyfiki problemu

w problemie aproksymacji ustawiamy centra w miejscach
minimum i maksimum a nastepnie usuwamy wzorce z
otoczenia tych centréw a reszte rozmieszczemy réwnomiernie
wsréd pozostatych wzorcédw

dla klasyfikacji ustalamy w poblizu granic decyzyjnych (bliskie
przypadki z réznych klas) lub w centrach skupisk wektoréw z
danej klasy

losowy podzbiér K wzorcéw treningowych - prosta ale
skuteczna metoda

douczanie pozycji centréw metodami nadzorowanymi lub
nienadzorowanymi: klasteryzacja, samoorganicazcja, LVQ, ...
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Ustalenie dyspersji - rézne strategie

@ wymagane gtadkie odwzorowanie, rozmycie petni role
regularyzacji

@ ,pola recepcyjne” wszystkich funkcji bazowych powinny
pokrywaé caty obszar danych wejsciowych

@ pola recepcyjne sasiadujacych funkcji bazowych powinny
nakrywa¢ sie w niewielkim stopniu

@ rozmycie ¢ jednakowe dla wszystkich funkcji np.
(Haykin, 1994):
d

V2K

gdzie K ilo$¢ funkcji bazowych, d maksymalna odlegtosé¢
pomiedzy centrami. Funkcja gauusowska przybiera tu postaé:

_ Klx—c;[?

o(llx—cil) =e @

@ rozmycie réwne Sredniej odlegtosci od sasiadujacych centréw "

Sieci Neuronowe



Ustawienie dyspersji - rozne strategie

e 0; dla kazdej funkcji radialnej réwne odlegtosci euklidesowej
od najblizszego sasiedniego centrum klastra (Tarasenko, 1994)

@ uwzgledniajac odlegtoéé¢ od P najblizszych sasiadéw (gdzie
zwykle P < 3) (Moody, 1989)

Ly e o2
g = — C; — Cg
1 P l:1 1
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Incjalizacja RBF: klasteryzacja

Inicjalizacja centréw funkcji radialnych w centrach skupisk
(klastréw) uzyskanych za pomoca algorytméw klasteryzacji (analizy

skupien).

Przyktad: metoda dendrograméw, algorytm k-Srednich

Metoda dendrogramoéw:

1. przypisz kazdy x; do odrebnego klastra

2. potacz najblizszg pare klastréw x; i x; w
jeden klaster

3. powtarzaj punkt 2 az do uzyskania
zadowalajacej liczby klastréw lub gdy
najmniejsza odlegtos¢ miedzy klastrami
przekroczy ustalony poziom

T

€ € € € € € Cy

H

Chusters

Odlegtos¢ miedzy klastrami moze by¢ definiowana na wiele
sposobéw, np. minimalna odlegto$¢ miedzy obserwacjami z réznych

klastréow

Sieci Neuronowe

31



Incjalizacja RBF: klasteryzacja

Algorytm k-$rednich

1. Rozmies¢ k centréw c; rbwnomiernie w przestrzeni wejsciowe]
lub losowo wybierajac k obserwacji ze zbioru treningowego

2. Dla kazdego centrum c; znajdz zbiér wszystkich punktéw x;
lezacych najblizej tego centrum

3. Aktualizuj potozenie centrum c¢; ustawiajac je w punkcie
wyznaczonym przez Srednig potozen punktéw przypisanych do
danego centrum

N;
ci(k+1) = Z

4. Powtarzaj dwa ostatnie kroki az do uzyskania zbieznosci

IS Clustering Demo
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Inicjalizacja RBF: samoorganizacja

Algorytm inicjalizacji centréw przez samoorganizacje.
Metoda on-line k-Srednich:
1. Wybierz losowo k wektoréw c;

2. Dla kazdego x ze zbioru treningowego znajdz najblizsze
centrum ¢;

3. Zmieh pofozenie centrum c; zwyciezcy przesuwajac je w
kierunku punktu x
ci(t+1) = ci(t) +7:(x — ci(t))
4. Powtarzaj kroki 2 i 3 okreslong liczbe razy lub do uzyskania
zbieznosci
Stata uczenia 1 powinna zanika¢ ze wzrostem liczby iteracji t

_ o
TTEIr

gdzie T to maksymalna liczha.iteragii 33



Diagram Voronoi

W drodze samoorganizacji przestrzen dzielona jest na obszary
Voronoi z centrum funkcji radialnej w kazdej komoérce
definiujacymi teselacje

Sieci Neuronowe
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Trening RBF - obroty i rozmycia

@ Optymalizacja petnej macierzy transformacji Q dla danych
wysoko-wymiarowych jest kosztowana obliczeniowo

@ Obroty funkgji zlokalizowanych s3 przydatne, wystarczy
zachowa¢ elementy diagonalne Q;; # 0 i przydiagonalne
Qii+1 # 0, to wystarczy do realizacji dowolnych obrotéw

@ Inna metoda: iloczyn funkcji radialnej o skalarnym wsp.
rozmycia 0 z funkcjg bi-centralng, ktérej kierunek zanikania
okresdlony jest przez pewien wektor w

P(x) - (o(wx+ wp) — o(wx + wp))

@ Uproszczenie: kat obrotu funkgji radialnej ustalony po
inicjaliacji potozen

Siéci Neutonowe ™ : 35



Trening RBF: metoda probabilistyczna

Zat: rozktad réwnomierny danych w zbiorze treningowym,
diagonalna macierz skalujaca

Funkcja radialna @;(x) reprezentuje prawdopodobienstwo
warunkowe, ze x nalezy do klastra w centrum c;

pi(x) = e~ 2(x-e) T (x—e))
gdzie r1=Q7Q.

Centra c; oraz rozmycia X; optymalizowane s3 réwnocze$nie
i(k i(x) —ci(k
(ks 1) — S0+ 1) — es(h)
(1= 171) + 7gi(x)

Li(k) + 1k (@i(x)|Ix — ei(k) || — Zi(k))

(1 = 17k) + 17k 9i (%)
Wspétczynnik uczenia maleje w czasie 7, = 770 , gdzie 179 € [0, 1]
Trening wag w; warstwy wyjsciowej odbywa S|e po ustaleniu

parametréw funkgji radialnych (np. rozktad SVD, minimalizacja
MSE)

Li(k+1) =

Sieci Neuronowe 36



Uczenie metodami gradientowymi

Minimalizacja funkcji btedu

k=0

N , W K 2
E=) (vi—f(x)) =) |vi— 2 wiow(llxi —exll)
i=1 i=1
dla funkcji gusowskiej i metryki euklidesowej

AW,' =N

S = =y = F()i(x)

oE Xj — Cjj
By =150 = =1y = w00
! J
oE x —¢;||?
0y = =15 = nly = f) gy =)
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Konstruktywny RBF

GAL (Growing and Learning)

GrRBF (Growing Radial Basis Function)
FEN (Function Estimation Networks)
RAN (Resource Allocation Networks)

Sieci Neuronowe

Klasyfikatory Gaussowskie, sieci probabilistyczne ...
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Growing RBF

If yis and s
do not match well

Update the weights
(Supervised Learning)

Splitting criterion
(Fecdback/Purity)

Update the prototypes
(Supervised/Unsupervised)

A prototype v

Construct a simple RBF network

using a small number of prototypes

Nicolaos, Growing Radial Basis Neural Networks: MergingSupervised and Unsupervised Learningwith Network

Growth Techniques, 1997
Sieci Neuronowe



Supervised Growing Cell Structures (Fritzke)

1. Zainicjuj mata sie¢ RBF
2. Wytrenuj sie¢ dowolng metoda

3. Wstaw nowa funkcje radialng w punkcie o najwiekszym btedzie

Chew = §(cm - cn)

gdzie ¢, centrum odpowiadajace najwiekszemu btedowi, c, -
najblizsze centrum wzgledem c,,

4. Powtarzaj dopoki btad nie zmaleje do pozadanej wartosci
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Resorce-Allocating Network (RAN)

e RAN (Pratt, 1991) algorytm rozrostu sieci RBF
@ Startuje od pustej warstwy ukrytej i dla danego wektora x;
dodawany jest nowy neuron jezeli spetnione sg kryteria
,odkrywczosci”
1% —cil| = e(t)
le(t)[| = llye — f(xe) | > emin
gdzie ¢; to centrum najblizsze x;
o Wrtos¢ progu €(t) maleje z kazdym krokiem

e(t) = max{€maxe T, Emin}

o zakfadajac, ze w kroku t istnieje k neuronéw, wéwczas nowy
neuron dodawany jest z parametrami

Chtl = Xt, Wit = €(t), kg1 = allxe — ]

o gdy kryteria ,,odkrywczosci” nie sa spetnione to btad jest
korygowany aktualizacjy parametréw (spadkiem gradientu)
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Poréwnanie MLP vs RBF

MLP

RBF

nielokalne relacje,

douczania

wymagaja

jeden rodzaj parametréw (wagi)

trudna inicjalizacja

trudna interpretacja
uczenie tylko pod nadzorem
zawsze wie

BP do$¢ skomplikowane dla
wielu warstw

granica decyzji perceptronu: hi-
perptaszczyzna

aktywacja: wazona suma sy-

gnatéw w’x

lokalne efekty, stabilnos¢, nie-
wrazliwo$¢ na odstajace przy-
padki

kilka rodzajéw parametréw:
wagi, centra, rozmycia

tatwa inicjalizacja

fatwa interpretacja (prototypy)
mozliwe uczenie bez nadzoru
czasami nie wie (przypadki w
obszarach nie objetych polami
recepcyjnymi)

uczenie fatwe bo 1 warstwa

granica decyzyjna funkcji ra-
dialnej: hipersfera
odlegtos¢ od centrum funkcji
bazowej ||x — c||

Sieci Neuronowe
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