SOM vs MDS



MDS

Multi-Dimensional Scaling (MDS) (Thorton 1954, Kruskal
1964), zwane takze mapowaniem Sammona (Sammon 1964)

@ redukcja wymiarowosci z zachowaniem relacji odlegtosci,
zazwyczaj redukcja do 2D, 3D w celu wizualizacji

o szukamy mapowania x € R? — y € R¥ (gdzie k < d)
minimalizujacego funkcje stresu okreslajgca miarg
znieksztatcen topograficznych

source space target space

d;
3 ’./ Yi

Rys: Duda, Hart, Pattern Classification
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Algorytm MDS

Przestrzen cech x; € R4, i=1,2,...,n
Przestrze docelowa y; € RX| gdzie K < N
Odlegtos¢ w przestrzeni cech i w przestrzeni docelowe;j

Si=lxi—xll  dj=llyi—yll

Mozna uzy¢ dowolnej metryki (najczesciej metryka Euklidesowa)

source space target space

Funkcja stresu (Kruskal)

E= i (65 — dy)°

i<j

X,

Optymalizacja k - n parametréw (wspotrzednych y;)

Sieci Neuronowe



Miary MDS
Stres (Kruskal)

n

Er =Y (05—dj)?> >0

i<j
@ zachowuje ogdlng strukture klastréw (skupisk)
@ minimum w 0 gdy djj = Jj;

@ moga dominowac duze wartoéci odlegtosci J;;,

Odwzorowanie Sammona

1 (8 — dj)? 1
E,=>) 21— >0 gdzie c=
c ; djj Yi<j0ij

e wptyw duzych odlegtosci dj; jest zredukowany
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MDS i SOM

SOM
@ nie gwarantuje wiarygodnej aproksymacji gestosci danych
@ brak minimalizowane] funkcji, uczenie samoorganizujace sie na
zasadzie konkurencji
@ wiele innych zastosowan, np. klasyfikacja

MDS

@ redukcja wymiarowosci z zachowaniem relacji odlegtosci

@ brak funkcji mapujacej f : x — y

@ dodanie nowego punktu x; wymaga ponownej optymalizacji
SOM i MDS

@ wrazliwe na szum w danych i nieistotne cechy

@ wyniki uzaleznione od punktu startowego, kazda

optymalizacja moze generowac¢ odmienne wyniki
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Wizualizacja: hiperkostka 3D i 4D
SOM warstwa 2D, 20x20 MDS
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Wizualizacja: hiperkostka 5D, punkty na sferze w 3D

The two-dimensional representations of the 26 points on the sphere obtained by mini-
mization of 5, E, A and by SOEM (left to right) with a 20 x 20 neurons map.
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Mapy semantyczne

préba uchwycenia sensu stéw i poje¢ poprzez wtasnosci oraz
relacji semantycznych

Przyktad: 8 ptakéw i 8 ssakow
dove, hen, duck, goose, owl, hawk, eagle,
fox, dog, wolf, cat, tiger, lion, horse, zebra, cow.

kazde pojecie opisane 13 cechami binarnymi
size is: small, medium large;

has 2 legs, 4 legs,

has hair, hoofs, mane, feathers;

likes to: hunt, run, fly, swim.

utworz zdania opisujace zwierzeta za pomoca wybranych cech
Horse is big, has 4 legs, mane, hair, hoofs, likes to run.
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Mapy semantyczne

g e t h =z

d d o h a w i 1 o e
animal |[o h uw o o a g f d o ¢ g i r b c¢
v.e ¢c s wwl ool ae o s r o
e n k e 1 k e x g f t r ne a w
small T 111 1 1 0 00O O 1T 0 0 0 0 0
is medium [0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
big o0 0 0 0 0 000 0 01 1 1 1 1
2 legs r 1 11 1 1 1 0 0 O 0O 0 0 0 0
4 legs o o0 00 0 o001 1 1 1 1 1 1 1 1
has hair oo 00 0 001 1 1 11 1 1 1 1
hooves (O 0 O O O O 0 O 0 O O 0 O 1 1 1
mane o o0 00 0 0 0O0OO0OCT1T 001 1 1 0
feathers |1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
hunt 0o 00 1 1 1 1 0 1 1 1 1 00 0
likes Tun o0 00 0 00©O0OT1 1 01 1 1 1 0
to fly Tr 0 01 1 1 1 0 0 0 0O0 0 0 0 0
swim 0o o0 1 1 0 0 0O0OO0OCO0OO0OCO0OCTO0O OO0 O0
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Mapy semantyczne

SOM (Ritter & Kohonen 1989)

MDS (Naud & Duch, 1996))
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FIG. 1. The two-dimensional representations of the 13-dimensional semantic data ob-
tained by SOM (left) with a 10 x 10 neurons map, a training of 10000 cycles, with final
stress of 0.25, and the MDS (right) with final stress of 0.20 after 10 iterations.

Naturalna klasyfikacja zwierzat zachowujaca ich podobienstwo
@ ssaki odseparowane od ptakéw
@ mate zwierzeta od duzych
@ drapiezniki od roslinozercéw

Podobienstwo zwierzat jest powiazane z odlegtoscia na mapie



Samoorganizacja

Uczenie hebbowskie
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Samoorganizacja

@ uczenie nienadzorowane: wykrywa samoistnie (bez nadzoru)
istotne cechy powigzan miedzy sygnatami

o globalne uporzadkowanie sieci jest mozliwe przez dziatania
samoorganizujace prowadzone lokalnie w réznych punktach
sieci, niezaleznie od siebie

@ pewne neurony lub grupy neuronéw wspétpracuja lub/i
konkuruja ze soba specjalizujagc w wykrywaniu okreslonych
wzorcdw
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Sieci samoorganizujace sie

Uczenie konkurencyjne

@ reguta Kohonena
@ konkurencja WTA, WTM
@ kwantyzacja wektorowa, SOM

Uczenie hebbowskie
@ reguta Hebba, reguta Oja
@ asocjacje i korelacje miedzy sygnatami
e dekompozycja sktadowych gtéwnych PCA (Principal
Component Analysis)

e dekompozycja na sktadowe niezalezne ICA (Independent
Component Analysis) , separacja zrédet BSS (Bling Source
Separation), nielinowe PCA, ..

Sieci Neuronowe 13



Reguta Hebba (1949)

. Neurons, that fire together, wire together.”

Jezeli neuron A jest cyklicznie pobudzany przez neuron B, to
staje sie on jeszcze bardziej czuty na pobudzenie tego neuronu

@ synchroniczne pobudzanie neuronéw A i B wzmacnia
potaczenie synaptyczne miedzy nimi

@ jezeli neurony nie s3 pobudzane jednoczesnie
(asynchronicznie) to potaczenie jest ostabiane

Zmiana wagi pofaczenia pomiedzy neuronami A i B

wag(k +1) = wag(k) + nya(k)ys(k)
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Reguta Hebba

Dla neuronu liniowego

y=w'x

reguta Hebba przybiera postaé

Aw = 5yx = 17xxTw

Decydujacy wptyw na warto$¢ koncowa w beda miaty sygnaty
zgrupowane (rozciagajace sie) wzdtuz znalezionego kierunku -
maksymalizacja wariancji.

Sieci Neuronowe
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Interpretacja geometryczna reguty Hebba

Wektor wag przemieszcza sie w kierunku wyznaczonym przez
$rodek masy wektoréw treningowych (maleje kat pomiedzy
kierunkiem najwiekszej wariancji danych)

Trening prowadzi do nieograniczonego wzro-
stu wag (norma ||w|| ro$nie w kazdym kroku)

Sieci Neuronowe 16



Modyfikacje reguty Hebba

Zapobieganie nieograniczonemu wzrostowi wag (2 strategie):
@ normalizacja wag po kazdym kroku uczenia

e dodanie czynnika normalizujacego wagi, Oja (1982)

Reguta Oji

Aw; =1y (x; — yw;)

o dodanie wyrazu zanikania wagi proporcjonalnego do y?
e adaptacja prowadzi do unormowania wag ||w| =1

@ wektor wag zbliza sie do wektora wtasnego macierzy
kowariancji E[XXT] o najwiekszej wartosci wtasnej

o wektor wag lezy wzdtuz kierunku maksymalizujgcego wartosé
oczekiwana y? (wariancja wartoéci wyjéciowej neuronu)

Sieci Neuronowe 17



Interpretacja geometryczna reguty Qji

Sieci Neuronowe
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Whasnosci reguty Qji

Dla wyuczonego wektora wag warto$¢ oczekiwana zmian dla
wszystkich wektoréw uczacych

E[Aw] =0

stad
E[Aw] = nE[y(x — yw)] = nE[(wx)x — y*w]

Macierz kowariancji E[xx”] = R,.
Oznaczmy A = E[y?]

Reguta Oji prowadzi do wyznaczenia wektora wtasnego w macierzy
kowariancji Ry
Ryw = Aw

Sieci Neuronowe 19



Normalizacja wag

A=E} ] =E[(wx)(w'x)]=wE[xx"]w=w"R,w

poniewaz
Ryw = Aw

stad
A=wiiw = |w]|=1

Dodatkowy czynnik ogranicza warto$¢ wag.

Sieci Neuronowe
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Analiza sktadowych gtéwnych PCA

Transformacja liniowa
y = Wx

gdzie
xeRY  yeRK weRKFN  K<nN

Redukcja wymiarowosci z zachowaniem maksymalnej informacji
zawartych w danych.

W PCA kierunek zawierajacy najwiecej informacji to kierunek o
najwiekszej wariancji

Sieci Neuronowe
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Projekcja danych na wektor wag

Projekcja danych 2D na kierunek o najwiekszej wariancji

A u

Height

A\

Rys: Boedecker, Machine Learning Summer 2015

Sieci Neuronowe 22



PCA

Niech X € RN wektor losowy o zerowej wartosci oczekiwanej,
woéwczas warto$¢ oczekiwana macierzy kowariancji

R. = E[XXT]
dla skonczonej probki o liczebnosci p

~ 2 Yo

i=1

‘o\'—‘

Sieci Neuronowe
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PCA
Warto$ci wiasne A; oraz wektory wtasne w; macierzy kowariancji
RXW,':)\,'W,' i:].,...,N

R jest symetryczna i nieujemna = wartosci wiasne rzeczywiste i

nieujemne
Niech
AM>A>...> Ay >0

Ograniczajac do K pierwszych sktadowych
W = [wl,...,wk]T

otrzymujemy transformacje PCA

y = Wx

Sieci Neuronowe 24



PCA

Wariancja wzdtuz i-tego kierunku

Var(w/x) = E[|[|w]x|?] = E[(w]Raw;)] = A;

Celem PCA jet znalezienie wektordéw wi, ..., wg, ktére

maksymalizuja wariancje przy zachowaniu ortogonalnosci
w,-TwJ-:0 dla j>i

w/

,W,':].
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Algorytm PCA

1. Wysrodkowanie danych dla kazdej cechy j

1 n
Xijj < Xjj — — Z Xij
ni=
2. Wyznaczenie macierzy kowariancji
1
R, = -XXT
n
3. Diagonalizacja za pomoca rozktadu SVD
S =W 'RW

W zawiera wektory wtasne, S wartosci wtasne na diagonali

4. Projekcja danych na kierunki wektoréw wtasnych
odpowiadajacym K najwiekszym wartosciom wtasnym

yi = Wkx;
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Rekonstrukcja

Rekonstrukcja obrazu wejsciowego
x=WTy
PCA minimalizuje btad rekonstrukgji
E, = El|lx — %I

dla k sktadowych PCA

Minimalizacja E, odpowiada maksymalizacji Zlel Aj

Sieci Neuronowe
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PCA

@ Gdy zmienne s3g skorelowane to znajomo$¢ tylko czesci
zmiennych pozwala okresli¢ pozostate

o Wozgledny wktad poszczegdlnych sktadowych
A
LA

@ Standardowe metody wyznaczania wektoréw wtasnych
macierzy R, dla duzych wymiaréw s3 zbyt ztozone

m; =

Metody adaptacyjne wyznaczania sktadowych gtéwnych (np.
reguta Oji)
@ nie wymagaja obliczania macierzy Ry

@ moga by¢ stosowane w metodach on-line, gdy nie mamy
dostepu do wszystkich danych jednoczesnie
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Przyktad: PCA na danych Iris

)
.
1 ° .
I . LR
. % v
104 .. * 0:. L]
- . L]
0 . » . )
o % s % N o
* °e3 0o o o
1 .'.o. . '-
®eo
ol . o °
.
[ .
4 E) 2 1 [ 1 2 3

A1 =2.8914 Ay =0.9151 A3 =0.1464 A4 = 0.0205

PCA czesto uzywane do przetworzenia danych przed treningiem
algorytméw uczenia maszynowego

Rys: Boedecker, Machine Learning Summer 2015

Sieci Neuronowe
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PCA i klasyfikacja

X2 (mpinor direction)

class 2

>

perfect
classification
with x2

X1 (principal direction)

not perfect classification
with x1

Projekcja PCA nie gwarantuje uzyskania najlepszej dyskryminacji

Rys: Principe, Neural and Adaptive Systems
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MDS i PCA

@ MDS wynik zalezny od punktu startowego, stosowany
wielokrotny start

@ PCA moze zostaé uzyte jako punkt startowy dla MDS.
Nieistotne sktadowe s3 usuwane i nie maja wptywu na
wizualizacje MDS.

@ PCA jest linowe, nie zachowuje odlegtosci pomiedzy obiektami

o PCA wymaga utworzenia macierzy korelacji d X d, koszt
O(nd?), diagonalizacja tej macierzy O(d?)

e MDS wymaga obliczenia macierzy odlegtoéci O(n?d) i
minimalizacji 2n — 3 parametréw

Sieci Neuronowe 31



Trening pierwszego kierunku
Estymator pierwszego kierunku

N
yi= wix = Z W1 Xj
j=0
za pomoca reguty Oja
wi(k+1) = wi(k) +n(k)yi(k) (x(k) —wi(k)yi(k))

Dobér #(k) jest istotny - powinien male¢ z czasem, np,:

n(k) = ;7153) gdzie 05<y<1
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Uogdlniony algorytm hebbowski (GHA)

Jednowarstwowa sie¢ liniowa (Sanger, Oja, 1989)
Yi = W,-TX

Reguta uczenia (Sanger)

i
Aw; = ny; | xi — Z YKkWg
k=1
oznaczajac
i—1
Ri(k) =xi— ) yiwy
k=1
otrzymujemy regute Oji dla przeskalowanych wejs¢ X;
Aw; = 1y; (% — wiyi)

Wartosci wag w; kolejnych neuronéw uzyskuja wartosci kolejnych
wartosci wtasnych macierzy kowariangii C 33



Uczenie anty-hebbowskie

Reguta anty-Hebbowska
Awjj = —1xiy;

@ znak minus sprawia, ze trening prowadzi do znalezienia
kierunku minimalizujgcego wariancje wyjscia

@ uczenie jednostki liniowej prowadzi do zerowania wyjscia -
trening dazy do znalezienia projekcji danych do punktu

@ jezeli nie ma kierunku, wzdtuz ktérego wariancja wynosi 0 to
wagi zbiegaja do 0
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APEX

Adaptive Principal Component Extraction (Diamantaras 1990)
Dla danych wektoréw wy, ..., w;_1 realizujacych kierunki PCA sie¢
iteracyjnie wyznacza i-tg sktadowa PCA

y=WTx
yi=w/x+uly
y = (y1,...,vyi-1) " wyjécia pierwszych i — 1 neuronéw
W = [wy,...,w;_1]7 macierz wag pierwszych i — 1 neuronéw
u; = [u1, u2j, - .-, u(,-_l),-]T wagi potaczerh wewnatrz warstwy

Rys: Qiu, et.al., Neural Network Implementations for
PCA and Its Extensions
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Aktualizacja wag APEX
Aktualizacja wag w; za pomoca reguty Oji
Aw; = 1(n)yi(n) [x(n) — yi(n)wi]

Potaczenia migdzy-warstwowe uj; uczone reguta anty-hebbowska
odpowiedzialng za ortogonalizacje y; wzgledem poprzednich
sktadowych

Auj = —1(n)yi(n) [y(n) + yi(n)ui]
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Zastosowanie PCA

Redukcja wymiarowosci

Wizualizacja danych nD — 2D, 3D
Usuwanie szumu

Usuwanie korelacji z danych

Kompresja sygnatu, np. kompresja obrazéw

Dane po transformacji PCA czesto uzywane do treningu
algorytméw uczenia maszynowego

Sieci Neuronowe
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Kompresja danych za pomoca PCA

Wektory treningowe to ramki obrazu (8x8 = 64 wspdtrzedne)
Przyktad: obraz 512x512 z 8 bitami na piksel

ordering
of the neurons:

neuron | neuron | neuron
0 1 2

Neuron | peuron | neuron
3 4 5

neuron | neuron

6 7 (unused)

Neurony w kolejno$ci zawierajacej najwiecej informacji potrzebne;j
do rekonstrukgji

@ neuron 0: éredni poziom szarosci

@ neuron 1 i 2: gradient obrazu

@ neurony 3-5: pochodna drugiego rzedu obrazu

Rys: Krose, Smagat, An Introduction to Neural Networks, 1996
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Przyktad: Kompresja obrazu za pomocg APEX

a) oryginat
b) 4 PC

c) 8 PC

d) 12 PC

Rys: Krose, Smagat, An Introduction to Neural Networks, 1996
Sieci Neuronowe
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Sieci Heuaulta-Juttena

@ liniowe sieci samooganizujace oparte o regufe uczenia Hebba
uogdlniona do funkgji nieliniowych

@ pierwotnie stosowane do $lepej separacji sygnatéw, uzywane
réwniez do analizy sktadnikéw niezaleznych (ICA), sktadnikéw
gtéwnych (PCA), dekonwolucji

@ struktura sieci rekurencyjna lub jednokierunkowa
@ przetwarzanie sygnatéw w czasie rzeczywistym

@ funkcje nieliniowe bardzo istotne w procesie adaptacji ale nie
wptywaja na strukture sieci
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Separacja sygnatéw
Dla n niezaleznych sygnatéw zrédtowych s;(t) dostepne s3 tylko
sygnaty x;(t) bedace liniowa superpozycja sygnatéw oryginalnych

S,'(t)
xit) = éausj(f)

Macierz mieszajaca

a1 d12 - dn
A— | 91 a2 - am
anl an2 - dnn
W notacji macierzowej
x(t) = As(t)

Slepa separacja zrédet (BSS): zadanie odzyskania oryginalnych
komponentéw sygnatu s(t) przy nieznanych A jak i s(t).
Przyktad: coctail party problefieuronone
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Sieci rekurencyjna Heuaulta-Juttena

~Wp W
o () 2. Win {> ult)
x(t) “Way | |H
sa(t)o— A : . = ’Z\ a(t)
. ® - W, : ‘
Sa(t)o——= —"<'>) Hor 2 {> y,,\jt)

Dziatanie realizowane przez siec

x(t) = As(t)
y(t) = x(t) — Wy(t)

gdzie macierz wag (w oryginalnej wersji sieci)

0 wp -+ wpy
W 0 RS W

W — 21 2n
Wn1 Wp2 - 0

Sieci Neuronowe
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Szukamy rozwiazania
y(t) = (1+ W) 'x(t)

ktére odtwarza sygnat pierwotny s(t).
Warunki:
@ odtwarzanie z doktadnoscia do skali

y(t) = Ds(t)

gdzie D jest macierza diagonalng
@ odtwarzanie z doktadnoscia do kolejnosci sygnatow

y(t) = Ps(t)

gdzie P jest macierza permutacji
Dla matej liczby kanatéw (n = 2) istnieje rozwigzanie analityczne.
Dla wiekszej liczby kanatéw stosuje sie metode adaptacyjna.
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Reguta Heuaulta-Juttena

Przy zatozeniu statystycznej niezaleznosci sygnatéw mozna
wyprowadzi¢ regute uczenia tozsama z reguta Hebba

dW;
5 = iy(t)

Zbieznos¢ procesu uczacego wymaga aby w stanie ustalonym

E[dgr”'] = 0 stad sygnaty y;(t) i y;(t) nie moga by¢ skorelowane

El(yi = Elyil)(yj — Ely)] = 0

Reguta Heraulta-Juttena

i~ y()f (1(0)) & (1))

f() i g() to funkcje nieparzyste, ktére przy zatozeniu statystycznej
niezaleznosci sygnatéw zapewniaja E[f (yi(t)) g (y;(t))] =0, co
jest warunkiem zbieznosci algorytmu uczenia.

Przyktady: f(x) = x3,x°, g(x) = tanh(x), arctan(x), x, sgn(x)

eci’Neuronowe 44



Zmodyfikowany algorytm Cicockiego

Reguta Heuaulta-Juttena skuteczna tylko dla sygnatéw s;(t) o
niewielkim zréznicowaniu amplitudy (dla wzglednej réznicy

amplitud < 10%). Sygnaty o matej amplitudzie nie s separowane.

Modyfikacja Cichockiego

% =1(t) [F(y(1)lgly(t))]" —1]

gdzie y(t) = (1 + W) 1x(¢)
@ wprowadza sprzezenia zwrotne witasne neuronu w;; # 0
powodujace samonormalizacje sygnatéw wyjéciowych y;(t)
o w stanie ustalonym E[9¥] =0 stad E[(f(y;)g(y;)] =0

@ separacja mozliwa nawet dla sygnatéw o réznicy amplitud
rzedu 1010

Sieci Neuronowe
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Sygnaty oryginalne s;(t)

i e (9 8 1 o I~ Proces wydzielania sygnatéw y;(t)
odtwarzajacych sygnaty zrédtowe s;(t)

C) 91
7

W,II_II_J\_Il_Ji_IL_ILJ[_JL'
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Sie¢ jednokierunkowa

y = Wx

macierz W € R"*" jest macierza petna.

Sie¢ jednokierunkowa jest réwnowazna sieci ze sprzezeniami
zwrotnymi gdy W = (W + 1)~ w ktérej W to macierz wag sieci
rekurencyjnej

Zmodyfikowana reguta adaptacyjna Cichockiego

% = ()W [1 - F(y(¢))[g(y(t)]T] W
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